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 نحم يعادنت انًىجت ستخذاو انفروق اننهائيت انًذيجتالاتجاهاث انًتبادنت ضًنياً باطريمت 

 غـــــــادة صـــــانح اشـــتيـىي

 ياث , كهــــيت انعــــهىو , جــــايعت يصــــراتهـــــلســــى انرياض

suratau.edu.lyg.eshtewi@sci.mi 

     

 2021 -10  -01ذارٍخ ارغشز:                                    2021-07 -03ذارٍخ ارتثود:                                         2021 -6 -25ذارٍخ الاطرلاس: 

 انًهخص :

داس طةر تا ADI  (Alternating Direction Implicit)ذجاهاخ ارضرثادرةح ظةضغَا  ٌ هذػ ارورةح ٍرش دراطح غزٍتح الاف

ذطةوٍز هةذػ ارطزٍتةح طةظ غزٍةب ذتزٍةة و ح ارثاةد فةٌ صاادرةح ارضو ةح ذغا َة تح تارغظةثح رزضريَةز ارشصغةٌرفخزج ذتظَش ارضشة

صةظ  (Compact finite difference)طةر داس ارئـةـزوا ارغئا َةح ارضدصجةح ثاعَةح تارغظةثح رزضريَةز ارئعةا ٌ تاارضشةرتح ار

وأخَةزا  ةةدصغا اثصثزةح اراددٍةح  َة    صاادرح ارضو ح ثلاثَح ارثاد طزي طزٍترَظرج ٍضخظ ذاضَش حذ صظ ار  حذارزذثح ارزاتاح

صةةح عرةةا   ارغرةةا   ارضرحصةةذ طزَئةةا  صتارعةةحو تارضتارعةةح صةةح ارحةةذ ارئازةةٌ ارضرحصةةذ طزَئةةا داخ دةةةح  َةةدج  حاعةةد ارغرةةا  

 .ذجاهاخ ارضرثادرح ارضاضضح رَشً اثوري وارثاعَح وغزٍتح الا غزٍترٌ

 

 صاادرح ارضو ح . –ارئزوا ارغئا َح ارضدصجح  -ذجاهاخ ارضرثادرح ظضغَا  الافتاحيت : انكهًاث انً
 

 : انًـمـــــذيــــــــــــــت   -1

طزةي ارضغطتةح   دٍةحنةزوغ أرتةح ترةدا ََظ وااادرح ارضو ةح فةٌ تاةدٍظ صةح نةزغَظ ارحذ اراددً رض حش فٌ هذػ ارورةةاعغ

𝛺  واررٌ ذخوط طزي ارصورج :  [   ] 

𝜕
 
 

𝜕  
   (

𝜕
 
 

𝜕  
 
𝜕
 
 

𝜕  
)   (     )                                 (   ) 

 ارشزوغ ارحدٍح :

    (     )     (     )    (   )

    (     )     (     )    (   )

    (     )     (     )    (   )

    (     )     (     )    (   )

(   )  𝛺      

 تردا ََظ :وارشزغَظ الا

 (     )   (   )

  (     )   (   )
       (   )  𝛺 

فإط ارثح  طةظ ار وارسصَةاخ اراددٍةح رحةذ هةذػ ارضاةادلاخ ٍخةوط داخ أهضَةح  ئاظزَح ارجش َحَح ارضاادلاخ اررعظزا  ثهض

 ةةذ ارضاةةادلاخ س فةةٌ اطةةر دظ ارطةةزا نةةا اح الاصةةارغئا َةةح ارئةةزوا  حتةةٍغز اةةدوذ  صةةاوتح جٍجةةاد  زئةةا اررحزَزةةٌعرَجةةح 

ئاطزَرئا ررتزَذ صظ ارضشاحذ ثغا َح ارثاةد رهرضاس ودرج الات  ADI ظضغَا   هاخ ارضرثادرحاذجحضا ذحعي غزٍتح الا  اررئاظزَح

 Thomas ذوصةةاص خوارسصَةةح طةةر دصد)اجرةةي أ ادٍةةح ارثاةةد وتاررةةارٌ عحرةةان جرةةي  ةةذ صغظوصةةح خطَةةح ثلاثَةةح اثةطار

Algorithm أً أعغةةا صةةظ خلارئةةا عحصةةذ طزةةي طضزَةةاخ  ظةةاتَح تظةةَطح وطةةزٍاح  (فةةٌ  ةةذ ارضغظوصةةح ثلاثَةةح اثةطةةار

 .تالإظافح رظئورح اررطثَب 
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 ظضغَا   هاخ ارضرثادرحاذجغزٍتح الاتاطر داس  ضاادرح ارضو ح فٌ تادٍظر ( تصَاغح غزٍترَظ ص رزئرَظLeesةاس رَش )  َ 

ADI رزضريَزٍظ تارغظثح صظ ارزذثح ارثاعَح    َ  أط حذ صظ ار وارسصَرَظ وارسصَح رَش ارثاعَحخوارسصَح رَش اثوري وخ

جري أط خوارسصَرٌ رَش  (Mitchell & Fairweather) وفَزوٍذر رشذصَ أنار حذ صظو  [4,5]ارشصغٌ وارئعا ٌ 

 صظ ارزذثح ارزاتاحوهٌ خوارسصَح   [1,5]ذجاهاخ ارضرثادرح ارضاضضح خوارسصَح الااثوري وارثاعَح هٌ  ارح خاصح صظ 

 [1,4,5]ضاضضح رخذ صظ خوارسصَرٌ رَش وار وارسصَح ار طرتزارصح و ود نزغ ا  رزضريَزٍظ ارشصغٌ وارئعا ٌ تارغظثح

. 

طةظ غزٍةب ذتظةَش ارضشةرتح ارثاعَةح تارغظةثح رزضريَةز ارشصغةٌ ذجاهاخ ارضرثادرح ظضغَا  لاا غزٍتح نرتااافٌ ارثغد ارثاعٌ عتدس 

  رز وارسصَةح ضحزةٌار طة  ار وجٍجةاد تارغظةثح رزضريَةز ارئعةا ٌ وارشصغةٌذحصزغا طزي خوارسصَح صظ ارزذثح ارثاعَةح  َ  

خوارسصَةح صةظ ارزذثةح ارزاتاةح  ارحصةود طزةيوطر داس ارئزوا ارغئا َةح ارضدصجةح ٌ ارثغد ارثار  تاف طزٍتحوذحظَظ هذػ ار

حضةا عتةدس فةٌ   رئةذػ ار وارسصَةح ضحزةٌار طة  ار تالإظافح لإٍجةاد رزذثح ارثاعَح رزضريَز ارشصغٌتارغظثح رزضريَز ارئعا ٌ وا

 ارثغد ارثار  اثصثزح اراددٍح وارغرا   ارضرحصذ طزَئا .

 

 :نًعادنت انًىجت في بعذين هاث انًتبادنت ضًنياً ين انرتبت انثانيت اجتلامت اريط -2

The second-order ADI method for wave equation in two-dimension 

غزٍةةب ذتظةةَش ارضشةةرتح ارثاعَةةح رزضريَةةز  طةةظ ذجاهةةاخ ارضرثادرةةح ظةةضغَا  صةةظ ارزذثةةح ارثاعَةةحلاافةةٌ هةةذا ارثغةةد عشةةرب غزٍتةةح 

 . (   )لإٍجاد ارحذ اراددً رضاادرح ارضو ح ارضوظحح فٌ ارضاادرح  [5]ارشصغٌ

  توظح 
  

  
 طزي ارصورج : (   )ٍضخظ حراتح ارضاادرح   

𝜕 

𝜕 
   (

𝜕
 
 

𝜕  
 
𝜕
 
 

𝜕  
)   (     )                                  (   ) 

  
𝜕 

𝜕 
                                                                                  (   ) 

 صح ارشزوغ ارحدٍح :

    (     )     (     )    (   )

    (     )     (     )    (   )

    (     )     (     )    (   )

    (     )     (     )    (   )

(   )  𝛺      

 تردا ََظ :وارشزغَظ الا

 (     )   (   )

 (     )   (   )
(   )  𝛺

      (   )
      (   )

 

  (  َةة             )              جرةةي صجضوطةةح صةةظ ارغتةةاغ  𝛺ترتظةةَش ارضغطتةةح 
   

 
 (N  طةةدد

وترطثَةةةب غزٍتةةةح حزاعةةةج    ذضثةةةذ صتةةةدار ارشٍةةةادج فةةةٌ ارضريَةةةز ارشصغةةةٌ       َةةة        ووظةةةح ارغتةةةاغ( 

 ( عحصذ طزي :2.2( و )2.1) رَظزي ارضاادرط [5]( Crank-Nicolsonوعَخورظوط )
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(  
    

 ) (
    
        

 

 
)      

         (   ) 

    
        

 

 
 
    
        

 

 
              (   ) 

  َ      
   (       

 )       
   (       

 )      
   (       

  و ( 

  
     

        
       

        
                   

     
        

       
        

  

 ( عجد أط 2.6صظ ارضاادرح )

    
    

 

 
(    

        
 )      

  

    تـ  وتارراوٍط
 ( عحصذ طزي :2.5فٌ ارضاادرح )صظ ارضاادرح ارظاتتح     

    
        

 

 
 
  

   
(  
    

 ) (
 

 
(    

        
 )       

 )      
  

 طزي ارصورج : ح ارضاادرح ارظاتتحٍضخظ حرات

    
    

 

 
(  
    

 )    
        

  
 

 
(  
    

 )    
  

 

 
(  
    

 )    
       

  

 َ    
    

  
وتإظافح ارحد   

  

  
  
   
 (    

        
 عحصذ طزي :  ( 

    
    

 

 
(  
    

 )    
    

  

  
  
   
 (    

        
 )      

  
 

 
(  
    

 )    
  

 

 
(  
    

 )    
       

   

 تاررارٌ 

    
    

 

 
(  
    

 )    
    

  

  
  
   
     

                                                                                            

                                                            
  

 

 
(  
    

 )    
  

  

  
  
   
     

  
 

 
(  
    

 )    
       

 

 

 طزي ارصورج : ح ارضاادرح ارظاتتحظ حراتٍضخ

(  
 

 
  
 ) (  

 

 
  
 )    

    (  
 

 
  
 ) (  

 

 
  
 )    

  
 

 
(  
    

 )    
       

        (   ) 

 : PR ADI (Present ADI)هاخ ارضرثادرح ظضغَا  عزصش رئا تارزصش اذجرٌ عرحصذ طزي ارطزٍتح ارحارَح رلاتاررا

(  
 

 
  
 )    

  (  
 

 
  
 )    

  
 

  
(     

 )    
  

 

 
    
  

(  
 

 
  
 )     

    (  
 

 
  
 )    

  
 

  
(     

 )    
  

 

 
    
  

    
    

 

 
(    

        
 )      

  

 

 وذجضَح ارحدود عرحصذ طزي ار ط  ارضحزٌ  طزي ارصورج : (2.7)فٌ ارضاادرح رخذ  دوث ذَزور صئخ وتإٍجاد
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𝜏    (
  

  
(         )  

  

 
(                  )  

  

  
      )

 
    

  
(           )   ( 

         ) 

 . (     ) أً أط ار وارسصَح صظ ارزذثح ارثاعَح تارغظثح رزضريَز ارشصغٌ وارئعا ٌ 

 

 تجاهاث انًتبادنت ضًنياً نًعادنت انًىجت في بعذين :انعايت نلا انطريمت -3

The General ADI method for wave equation in two-dimension 

جاد ارحذ اراددً ذجاهاخ ارضرثادرح ظضغَا  صظ ارزذثح ارثاعَح( لإٍارظاتتح )غزٍتح الافٌ هذا ارتظش عتوس تراضَش ارطزٍتح 

 رضاادرح ارضو ح  

 ررخظ 

   
𝜕  

𝜕  
      

𝜕  

𝜕  
 

 ٍضخظ حراترئا طزي ارصورج : (2.1)ارضاادرح فإط 

𝜕 

𝜕 
   (     )   (     )       (   )

                            
𝜕 

𝜕 
                             (   ) 

                          
𝜕  

𝜕  
                       (   ) 

                        
𝜕  

𝜕  
                       (   )

  

  جد أط :ع (3.3),(3.4)رزضاادررَظ  ارضدصجح صظ ارزذثح ارزاتاح غئا َحطر داس ارئزوا ارتا
[     ]  

 

  
(  )     

  
 

 
(  )   

  
 

  
(  )     

  
 

  
  
     

             (   ) 

 

  
(  )     

 
 
 

 
(  )   

 
 
 

  
(  )     

 
 
 

  
  
     

              (   ) 

  َ   
     

        
       

        
  و    

     
        

       
        

 ررخظ :   

  (  )   
  

 

  
(  )     

  
 

 
(  )   

  
 

  
(  )     

 

  (  )   
 
 
 

  
(  )     

 
 
 

 
(  )   

 
 
 

  
(  )     

 
 

 عجد أط : (3.2)و  (3.1)طزي ارضاادررَظ  [4] (Crank-Nicolsonحزاعج وعَخورظوط )وترطثَب غزٍتح 

    
        

 

 
   (

(  )   
    (  )   

 

 
 
(  )   

   
 (  )   

 

 
)      

                    (   ) 

                               
    
        

 

 
 
    
        

 

 
                                                               (   ) 

 

 عجد أط : (3.8)وجطادج ذزذَة ارضاادرح       فٌ  (3.7)تعزب ارضاادرح 
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    (    
        

 )  
   

 
(    ((  )   

    (  )   
 )      ((  )   

   
 (  )   

 
))           

  

             
(   )              

                               
    

 

 
(    

        
 )      

                                                                                                      (    ) 

  َ       
  (  

 

  
  
 )    

      و    
  (  

 

  
  
 )    

 عجد أط : (3.9)تإطادج ذزذَة ارضاادرح    

    (    
        

 )

 
 

  
  (  

     
      

     
 )   

 

  
  (  

     
      

     
 )             

  

    تراوض طظ 
 ( فٌ ارضاادرح ارظاتتح عجد أط :(3.10))ارضاادرح     

    (    
        

 )  
 

 
(    

      
 )(    

        
 )  

 

 
(    

      
 )    

             
        

                                       
 

 ج ذزذَة ارضاادرح ارظاتتح عحصذ طزي :تإطاد

(     
 

 
(    

      
 ))    

    (     
 

 
(    

      
 ))    

  
 

 
(    

      
 )    

             
   

تإظافح ارحد 
  

  
  
   
 (    

        
 عجد أط : ( 

(   
 

 
  
 ) (   

 

 
  
 )    

    (   
 

 
  
 ) (   

 

 
  
 )    

  
 

 
(    

      
 )    

             
 (    ) 

عزصةش رئةا تةارزصش   هةاخ ارضرثادرةح ظةضغَا  اذجلار طر داس ارئــزوا ارغئا َح ارضدصجةحتا ااصحار تاررارٌ عرحصذ طزي ارطزٍتح

GPR ADI (General Present ADI) : 

(   
 

 
  
 )   (   

 

 
  
 )    

  
 

  
(       

 )    
  

 

 
      

 

(   
 

 
  
 )    

    (   
 

 
  
 )   

 

  
(       

 )    
  

 

 
      

     

  

    
    

 

 
(    

        
 )      

  

   طزي ارصورج :ار ط  ارضحزٌ وترجضَح ارحدود عحصذ طزي (3.11)رضاادرحا فٌ رخذ  دوث ذَزور صئخ جٍجاد زٍبطظ غ

𝜏    (
  

  
    (         )  

  

 
(        (     )             )

 
    

  
       

    

   
(                   ))   ( 

         ) 

 . (     ) ارئعا ٌ غظثح رزضريَز تار ارزاتاحتارغظثح رزضريَز ارشصغٌ و ارثاعَحأً أط ار وارسصَح صظ ارزذثح 

 

 انتطبيك انعذدي : -4

وعتةارط ارغرةا   ارضرحصةذ طزَئةا صةظ   GPR ADIو PR ADI ارطةزٍترَظفةٌ هةذا ارتظةش عتةدس صثةارَظ رروظةَي فاطزَةح 

 رطزٍتةحصةح ا GPRوغزٍتةح   ذجاهاخ ارضرثادرح ظضغَا  صةظ اردر ةح ارثاعَةحرَش اثوري وارثاٍغح رلاصح غزٍترٌ  PRغزٍتح 

 صظ اردر ح ارزاتاح .   ارضاضضح
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 [   ] (:L1)عزصش رئا تارزصش   ذجاهاخ ارضرثادرح ظضغَا  رلااثوري  ( Lees )َش ـر غزٍتح -

(       
 )    

       
       

       
 [(    )    

       
   ]                                               

                                                                             
 [(    )    

        
   ]        

                 (   )
 

                                              (      
 )    

   

     
      

     
                                                  (   )  

 

 [   ] ( : L2)عزصش رئا تارزصش   ذجاهاخ ارضرثادرح ظضغَا  رلاارثاعَح  ( Lees )َش ـر غزٍتح -

(       
 )    

       
       

       
 [(    )    

       
   ]     

     
        

           (   ) 

 (      
 )    

        
      

 (     
      

   )                                                                           (   )
 

 

 

 [     ]  ( :Gارضاضضح )عزصش رئا تارزصش  ارضرثادرح ظضغَا  ذجاهاخ الاغزٍتح  -

(  
   

  
  
 )    

       
       

    
   

  
  
 *    

    
 (    )

   
    
 +   

   

   
  
     
        

       (   )  

    

(  
   

  
  
 )    

        
  

   

  
  
 *    

    
 (        )

(   ) 
    
 +              (   )

 

 

 : 1يثال 

(     ) تردا ََظ ( صح ارشزغَظ الا1.1فٌ ارضاادرح )    و      ررخظ     (   )(   )   

  (     )  وارشزوغ ارحدٍح          رخذ    

     
 (     )   

 (     )   
                      

          
 (     )   
 (     )   

                             

 :هو ارحذ ارئازٌ رزضظ رح 

 (     )  
  

  
∑∑

 

(    ) (    ) 
   ((    )  )    ((    )  )    ( √(    )  (    )   )

 

   

 

   

  

لأخطاء ارغاذجح طغد اررتدس فٌ ر     ــ  ارغظَش ارثاعٌ  عجد أط      و       ٍوظي ارحذ طغدصا  1ارجدود

 أدا فٌ  GPRو      أً أط غزٍترٌ  L2و L1 غزٍترٌ صظ GPRو      غزٍترٌ ارشصظ ذخوط أصيز فٌ

تحَ  ذخوط رئا  طرتزار ذحتب نزغ الالا    ذئشذ عظزا  ثط  Gحضا علا ظ أط غزٍتح   ارغرا  
  

 
 √    

  ( [1,4])أعظز 
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. 

            ــ  

 ارطزٍتح                 
        

1; L 𝜽                                  

; L2  𝜽                                  

                               

                                

G     

     و        تجاهات المتبادلة ضمنياً عندما يوضح الحل باستخدام خوارزميات الا 1جدول 

 L1 أةذ صظ غزٍترٌ     صظ غزٍتحعجد أط اثخطاء ارغاذجح         و       ٍوظي ارحذ طغدصا  2ارجدود

 . اردةححاعد رئضا عئض  Gو  GPRحضا عجد أط حذ صظ   أو أعئا ةد ذرظاوى   L2و

            ــ  

 ارطزٍتح                 
                     

1; L 𝜽                                                              

; L2  𝜽                                                              

                                                           

                                                            

G                                                         

        و       تجاهات المتبادلة ضمنياً عندما باستخدام خوارزميات الا يوضح الحل 4جدول 

 

 :  2يثال

   ررخظ 
 

  
(     ) تردا ََظ ( صح ارشزغَظ الا1.1فٌ ارضاادرح )    و       (   )    (

  

 
)   

  (     )  وارشزوغ ارحدٍح          رخذ    

    
 (     )   

 (     )   
                       

          
 (     )   
  (     )   

                             

(   )    هو ارحذ ارئازٌ رزضظ رح     (
  

 
)    (

  

 
). 
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 حذرج  رئا عئض در ح اردةح  L2و L1 و     صظحذ عجد أط      و       ٍوظي ارحذ طغدصا  3ارجدود

 .   Gو  GPRغزٍترٌ 

            ــ  

 ارطزٍتح                 
        

1; L 𝜽                                  

; L2  𝜽                                  

                               

                                

G                             

     و        تجاهات المتبادلة ضمنياً عندما يوضح الحل باستخدام خوارزميات الا 3جدول 

حضا   رئا عئض در ح اردةح  L2و L1 و     حذ صظعجد أط         و       ٍوظي ارحذ طغدصا  4ارجدود

 .اراددٍح  أدا فٌ ارغرا   GPRوتاررارٌ ذخوط غزٍتح G  صظ غزٍتح داخ صتدار خط  أةذ GPR غزةح عجد أط

            ــ  

 ارطزٍتح                 
                     

1; L 𝜽                                                              

; L2  𝜽                                                              

                                                           

                                                            

G                                                         

        و       تجاهات المتبادلة ضمنياً عندما يوضح الحل باستخدام خوارزميات الا 2جدول 

 ارضاذلاب .طر داس تزعاص  اد ارغرا   اراددٍح تاوجٍج فٌ جٍجاد ارحذ ارئازٌ غزٍتح فصذ ارضريَزاخ: جطر دصغا  صلا ظح

 

 ستنتاج :الا

 PRوبتطوير طريقة  ،ارها غير المشروطستقرللاتجاهات المتبادلة ضمنياً تتميز با GPRو  PRنستنتج أن الطريقتين 

ي الطرق أفضل من باق ةذات دقالتي تعطي نتائج عددية  GPRعلى طريقة  نتحصلستخدام الفروق النهائية المدمجة با

 . وذخزئح أةذ فٌ اراضزَاخ ارحظاتَح المذكورة ) طريقتي ليز الأولى والثانية والطريقة المعممة (

 

 انًراجع :
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Abstract: 

In this paper the Alternating Direction Implicit method  ADI is studied using the idea of 

dividing the derivative for the time variable in the two-dimensional wave equation, where 

developed this method by approximating the second derivative for the space variable using 

the Compact finite difference of the fourth order and obtaining an algorithm of the fourth 

order for the space variable and the second order for the time variable, as well as both 

methods can be generalized to the three-dimensional wave equation, Finally we presented 

numerical examples where the results obtained were of good accuracy compared to the 

exact solution, and compared the results obtained with the  results of the first and second 

Lazy methods and the generalized alternating direction implicit method . 
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